9 семинар сабақ. Дөңес жиындар мен дөңес функциялар

9.1. Негізгі теориялық мәліметтер

Тиімділік әдістері пәні. Тиімділік есептерінің жалпы құрамы.
[bookmark: _Hlk224644333] Мәселен,  ) жиыны мен осы жиында апнықталған   функциясы  берілсін Енді J(u) функциясының U  жиынындағы минимумын табу қажет:

[bookmark: _Hlk224645330]                              (9.1)

 - мақсат функциясы,  U – ұйғарымды жиын,  -   (9.1) есебінің ұйғарымды нүктесі.  
	                         
	 нүктесі:
1) J(u) функциясының U  жиынындағы глобалдік минимум нүктесі немесе (9.1) есебінің глобалдік шешімі деп аталады, егер
;                                  (9.2)  
	2) J(u) функциясының U  жиынындағы локаалдік минимум нүктесі немесе (9.1) есебінің локалдік шешімі деп аталады, егер 
,                                  (9.3)  
мұндағы  – центрі  нүктесіндегі, радиусы  шар.   
	Егер (9.2)  немесе (9.3)  теңсіздігі  қатаң түрде орындалса, онда  нүктесі глобалдік немесе локалдік мағанадағы қатаң минимум нүктесі болады. Әрине глобалдік минимум нүктесі локалдік минимум нүктесі нүктесі де болады, кері тұжырым дұрыс емес.
	 нүктесі J(u) функциясының U  жиынындағы глобалдік минимум нүктесі екенін бейнелеу үшін, мынадай жазу қолданылады:

[bookmark: _Hlk224645410][bookmark: _Hlk224645736]=(=) немесе =(=)
	Барлық глобалдік минимум нүктелерінің жиыны былай белгіленеді:
	 =.

   J(u) функциясының U  жиынындағы максимумын табу есебі аналогия бойынша жазылады:                  

                              (9.4)
	(9.1) мен (9.4) есептерінің шешімдері экстремум нүктелері деп аталады да, ал (9.1) мен (9.4) есептері экстремалді есептер делінеді. Сонымен қатар (9.4) есебі мына есепке эквивалент екені түсінікті:
.

	Тиімділік әдістері теориясында  келесі теорема маңызды рөл атқөарады.
	Теорема 9.1 (Вейерштрасс теоремасы). Егер  үзіліссіз  J(u) функциясы компакт (шектелген әрі тұйық) U  жиынында анықталса , онда бұл жиында   J(u) функциясы өзінің экстремум мәндеріне жетеді.      
	Мақсат функциясы мен берілген жиын түрлеріне қарай тиімділік есебі  дөңес программалау, бейсызықтық программалау, сызықты қ программалау класт арына бөлінеді. Осыған байланысты әр класта есепті шешудің тиісті әдістері қолданылады.
  
 Дөңес жиындар   
Анықтама 9.1.  Егер     жиынының кез келген екі нүктесін қосатын кесінді толығымен сол жиында жатса, яғни

онда бұл жиын дөңес жиын.   
[image: ]

	Анықтама 9.2. z=  нүктесі  нүктелерінің дөңес комбинациясы деп аталады, мұндағы барлық  және =1.
Дөңес жиын  өзінің барлық нүктелерінің дөңес комбинациясын қамтиды

Дөңес жиынның мысалдары
1) Шар 
2) Гипержазықтық ,  ,  
3) Алгебралық теңдеулер жүйесінің шешімдерінің жиыны (Аффиндік жиын)

4) [bookmark: _Hlk224660776]Ашық жарты кеңістік,   
5) Жабық жарты кеңістік ,  
6) Көп өлшемді параллеллепипед 
7) Теріс емес октант 

Дөңес функциялар






Анықтама 9.3.   -   -дегі  дөңес    жиынында  анықталған функция болып, кез келген    нүктелері үшін барлық   кезінде

                                                 (9.5)                        


теңсіздігі орындалса, онда   функциясы   жиынындағы дөңес функция деп аталады.







Егер (9.5) өрнектегі теңдік тек   және  кезінде ғана мүмкін болса, онда  функциясы дөңес  жиынындағы қатаң дөңес функция болғаны. Егер дөңес  жиынында  функциясы дөңес (қатаң дөңес) болса, онда – функциясы ойыс (қатаң ойыс) болғаны.


Анықтама 9.4.  дөңес   жиынында анықталған функция болсын.


Егер кез келеген  нүктелері үшін барлық  кезінде  

                             (9.6)                        



орындалатын  саны табылса, онда  функциясы   жиынында әлді дөңес функция делінеді.

Функцияның дөңестігі   функциясысының графигінің кез келген хордасының нүктелері графиктің өзінен төмен орналаспайтындығын білдіреді.

[image: ]1


Теорема 9.2.  Дөңес  жиынында     функциясы дөңес болуының қажетті де  жеткілікті шарты:

                                                    (9.7)


Теорема 9.3. Дөңес   жиынында  функциясы дөңес болуы үшін мына теңсіздіктің орындалуы қажетті және жеткілікті:

                                                     (9.8)



Теорема 9.4.  функциясы дөңес  жиынында дөңес  болуы үшін төмендегі теңсіздіктің орындалуы қажетті және жеткілікті:

                                                                   (9.9) 
Гессе матрицасының оң анықталмағандығын Сильвестр критерийі арқылы тексереміз
Анықтама 9.5.  функциясының епиграфы деп 

жиынын айтамыз

[image: ]
Теорема 9.5. Дөңес Х жиынында анықталған  функциясы дөңес болуы үшін оның эпиграфы дөңес болуы қажетті жіне жеткілікті. 
[bookmark: _GoBack]
9.2. Есеп шығару мысалдары

	1.  жиынының  дөңестігін анықтаңыз.
	Шешуі. жиынының шекаралық қисықтарын сызамыз. қисығы гиперболаны білдіреді. өрнегімен кескінделетін жиынды анықтаймыз; Ол үшін координаттар жазықтығында берілген қисықтың бойында жатпайтын қайбір нүктені аламыз. Егер бұл нүктенің координаттары теңсіздікті қанағаттандырса, онда  қисығына қатысты  алынған нүкте жағында орналасқан барлық нүктелер таңдалған нүктемен қоса өрнегімен кескінделетін жиынды білдіреді.

[image: ]
(0;0) нүктесін таңдайық. Әрине бұл нүкте  теңсіздігін қанағаттандырмайды. Ендеше  осы нүктеге қарама-қарсы гиперболамен шектелген жиында орналасқан нүктелер теңсіздікті қанағаттандырады. тнңсіздігімен  анықталатын жиын  оң жақ жарты жазықтықты білдіреді. Суретте  графиктерге жебе қою арқылы бағытты анықтаймыз. Жиын қатаң теңсіздікпен берілген, сондықтан  шекараны  үзік сызықтармен  кескіндейміз. Суреттен  жиынының дөңес екенін көреміз.
	
	2. жиынын дөңес бола ма?
	Шешуі. жиыны  эллипсоидының сыртқы  бөлігін білдіреді де, дөңес жиын болмайды.
	3. а параметрінің қандай мәнінде  жиыны дөңес болады?
	Шешуі. жиынының шекаралық қисықтарын сызамыз. теңдеуі түзуді, ал   теңдеуі кезінде  параболаны білдіреді.кезінде   жиыны параметрдің ешбір мәнінде дөңес болмайды ( а сурет).
[image: ]

кезінде   жиыны дөңес ( б сурет).кезінде жиыны мен жиынының қиылысуы бос жиын болмағанда ғана  жиыны дөңес болады ( в сурет). Параметрдің  ,   функцияларының қиылысу нүктелерінің координаттарын келесі жүйеден табамыз:
[image: ]
[image: ]
Сонымен,  кезінде  жоғарыдағы жиындар бос емес қиылысу иеленеді екен.   кезінде  жиыны жалғыз нүктеден  тұрады (2,-1).
Ақырында алатынымыз  жиыны  кезінде  дөңес жиын болады.
	4.  функциясы  облысында дөңес бола ма?
	Шешуі. Екінші ретті туындылар матрицасын жазамыз
[image: ]
Бұл матрицаның бас минорларын табамыз
[image: ]
яғни  функциясы  облысында дөңес екен.

	5. +  функциясыоблысында дөңес екендігін анықтау

Шешуі. Екінші ретті туындылар матрицасын жазамыз
[image: ]
Барлық бас минорлар қатаң оң болғандықтан, +  функциясыоблысында дөңес.

	6. Параметрлердің қандай мәндерінде  +  функциясы
облысында дөңес екендігін анықтау.
	Шешуі. функциясын  + түрінде жазамыз, мұндағы   R кеңістігінде  дөңес функция және ол  интервалындағы мәндерді қабылдайды.  + функциясы  кезінде R кеңістігінде  дөңес функция және   кезінде  кемімейді. Соңғы теңсіздікті алмастыруды ескере отырып  түрінде жазамыз. Сонымен, егер  болса, онда  функциясы аргументтің кез келген мәнінде дөңес болады . Егер де  болса , онда  функциясы   кезінде дөңес болады.
	7. Функцияның облыстағы дөңестігін немесе ойыстығын тексеріңіз
[image: ]

9.3. Практикалық сабақ тапсырмалары

А. Келесі жиындардың қайсысы дөңес екенін көрсетіңіз:
1) 
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9) 
10)
11)
12) )
13) )
14)
15)
16)
17)
18)
19)
20)
21)
22)
23)
24)
25)
26)
27)
28)
29)
30)

Ә. а параметрінің қандай мәнінде  жиыны дөңес болады
1) 
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)
10)
11)
12)
13)
14)
15)
16)
17)
18)
19)
20)
21)
22)
23)
24)
25)
26)
27)
28)
29)
30)





Б.	Берілген  жиынында  функциясының дөңес (ойыс) болатындығын тексеріңіз немесе, или указать такие точки из  жиынының қандай нүктелерінің аймағында   дөңес те, ойыс та болмайтындығын көрсетіңіз

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 


7. 

8. 


9. 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 


18.       


19.       

20. 

21. 

22. 

23. 


24. 


[bookmark: OLE_LINK1]25.       

26. 

27. 

      

28. 

29. 


30. 
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